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Opérateur aléatoire discret avec désordre hors diagonal en dimension 1

Soit u = {u(n)}nez € ¢*(Z). On définit

| (Hou)(n) = wa(u(n) — u(n+ 1)) + wa-1(u(n) — u(n — 1)) |




Opérateur aléatoire Inégalités importantes Régime localisé  Statistique locale Résultats Lemme-clé Preuve Références

Opérateur aléatoire discret avec désordre hors diagonal en dimension 1

Soit u = {u(n)}nez € £*(Z). On définit

| (Huu)(n) = wn(u(n) = u(n + 1)) + wa-1(u(n) — u(n — 1))

{wn}nez : une suite de variables aléatoires i.i.d. qui posséde une densité p
bornée et a support compact.

essRan wn = [ao,Bo] Vn € Z ot aw, Bo > 0.
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Opérateur aléatoire discret avec désordre hors diagonal en dimension 1

Soit u = {u(n)}nez € £*(Z). On définit

| (Huu)(n) = wn(u(n) = u(n + 1)) + wa-1(u(n) — u(n — 1))

{wn}nez : une suite de variables aléatoires i.i.d. qui posséde une densité p
bornée et a support compact.

essRan w, = [awo, Bo] Vn € Z ot ap, Bo > 0.

Quelques faits importants :
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Opérateur aléatoire discret avec désordre hors diagonal en dimension 1

Soit u = {u(n)}nez € £*(Z). On définit

| (Huu)(n) = wn(u(n) = u(n + 1)) + wa-1(u(n) — u(n — 1))

{wn}nez : une suite de variables aléatoires i.i.d. qui posséde une densité p
bornée et a support compact.

essRan w, = [awo, Bo] Vn € Z ot ap, Bo > 0.
Quelques faits importants :

Spectre presque sir : w—p.s., (H,) = X := [0,400].
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Opérateur aléatoire discret avec désordre hors diagonal en dimension 1

Soit u = {u(n)}nez € £*(Z). On définit

| (Huu)(n) = wn(u(n) = u(n + 1)) + wa-1(u(n) — u(n — 1))

{wn}nez : une suite de variables aléatoires i.i.d. qui posséde une densité p
bornée et a support compact.

essRan w, = [awo, Bo] Vn € Z ot ap, Bo > 0.

Quelques faits importants :

Spectre presque sir : w—p.s., (H,) = X := [0,400].
Densité d'états intégrée N(E) : w—p.s., on a

#{v.ps de H,(A) inférieure a E}

VE
Al

N(E) = Iim|,\‘_,+oo

ou H,(A) est H,, restreint a un “cube’A C Z avec des
conditions périodiques au bord.
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Opérateur aléatoire discret avec désordre hors diagonal en dimension 1

Soit u = {u(n)}nez € £*(Z). On définit

| (Huu)(n) = wn(u(n) = u(n + 1)) + wa-1(u(n) — u(n — 1))

{wn}nez : une suite de variables aléatoires i.i.d. qui posséde une densité p
bornée et a support compact.

essRan w, = [awo, Bo] Vn € Z ot ap, Bo > 0.

Quelques faits importants :

Spectre presque sir : w—p.s., (H,) = X := [0,400].
Densité d'états intégrée N(E) : w—p.s., on a

#{v.ps de H,(A) inférieure a E}

VE
Al

N(E) = Iim|,\‘_,+oo

ou H,(A) est H,, restreint a un “cube’A C Z avec des
conditions périodiques au bord.

Densité d'états v(E) : N(E) posséde une dérivée v(E) appelée la densité
d'états de H,,.
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Deuzx inégalités importantes

L'estimée de Wegner (W) :

P(dist(E, o (Ha(A))) < €) < %d/ﬂ

quel que soit le cube ACZet0<e<E.
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Deuzx inégalités importantes

L'estimée de Wegner (W) :

P(dist(E, o (Ha(A))) < €) < %d/ﬂ

quel que soit le cube ACZet0<e<E.
L'estimée de Minami (M) :

[P (#{0 (H. (A) N J} > 2) < C(J|I)? /2]

pour tout J = [a, b] C (0, +00), et A C Z.
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Deuzx inégalités importantes

L'estimée de Wegner (W) :

P(dist(E, o (Ha(A))) < €) < %ew

quel que soit le cube ACZet0<e<E.
L'estimée de Minami (M) :

P (#{o (Ho (M) N J} > 2) < C(|JIIA])?/24°

pour tout J = [a, b] C (0, +00), et A C Z.

Remarque : (W) et (M) ne sont pas valables a I'énergie 0 (le bord
inférieur du spectre presque sir X).
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Régime localisé

Régime localisé : L'endroit ol le spectre de H,, est purement ponctuel et les
fonctions propres associées sont exp. déc. a l'infini.
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Régime localisé

Régime localisé : L'endroit ol le spectre de H,, est purement ponctuel et les
fonctions propres associées sont exp. déc. a l'infini.

Théoréme [Aizemann, Schenker, Friedrich et Hundertmark]
(Loc) : Il existe v > 0 tel que pour tout p > 0, il existe g > 0 et Lo > O tels
que, pour L > Lo, avec une prob. supérieure 3 1 — L7, si
B ©n. est un vecteur propre normalisé de H,(AL) associé a une valeur
propre E, ., dans le régime localisé.

B Xn.w € AL est un maximum de x — @, (x)| dans A,

Alors, pour x € Ar, on a

|30nw(X)‘ < L9 VIx—xnwl

The point x,,., est appelé un centre de localisation de ¢p ., ou En .
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Statistique locale des niveaux

Soit A = [—L, L] un cube dans Z et E une énergie positive dans le régime

localisé.
Supposons que E;(w,A) < E2(w,A) < -+ < Ejpj(w, A) sont les valeurs propres

de Ho(A).
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Statistique locale des niveaux

Soit A = [—L, L] un cube dans Z et E une énergie positive dans le régime

localisé.
Supposons que E;(w,A) < E2(w,A) < -+ < Ejpj(w, A) sont les valeurs propres

de Ho(A).

Niveaux renormalisés en E :

&n(E,w, A) = [AV(E)(En(w, \) — E) |
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Statistique locale des niveaux

Soit A = [—L, L] un cube dans Z et E une énergie positive dans le régime

localisé.

Supposons que E;(w,A) < E2(w,A) < -+ < Ejpj(w, A) sont les valeurs propres

de Ho(A).

Niveaux renormalisés en E :

&n(E,w, A) = [AV(E)(En(w, \) — E) |

Processus ponctuel :

(& Ew,A) =

N 66, (E,w, N)(€)
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Statistique locale des niveaux

Soit A = [—L, L] un cube dans Z et E une énergie positive dans le régime
localisé.

Supposons que E;(w,A) < E2(w,A) < -+ < Ejpj(w, A) sont les valeurs propres
de H,(N).

Niveaux renormalisés en E :

&n(E,w, A) = [AV(E)(En(w, \) — E) |

Processus ponctuel :

(& E,w,A) =N be, (E,w,A)(€)

n

Théoreme [Germinet-Klopp, Miao]

m Soit E une énergie positive dans le régime localisé t.q. v(E) > 0.

m Alors, quand |A| — 400, X(&, E,w,\) — un processus de Poisson sur R
de densité la mesure de Lebesgue.
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Statistique locale des niveaux (suite)

Considérons deux limites de ¥(¢, E,w,\), X(&, E',w,\) pour E # E'.
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Statistique locale des niveaux (suite)

Considérons deux limites de ¥ (&, E,w, A), X(£, E',w, \) pour E # E’.

m Sont-elles indépendantes ? C'est a dire, quand |A| — 400, les deux
processus ci-dessus convergent-ils faiblement vers deux processus de
Poisson indépendants ?

Références
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Statistique locale des niveaux (suite)

Considérons deux limites de ¥(¢, E,w,\), X(&, E',w,\) pour E # E'.

m Sont-elles indépendantes ? C'est a dire, quand |A| — 400, les deux

processus ci-dessus convergent-ils faiblement vers deux processus de
Poisson indépendants ?

m Oui pour le modéle d"Anderson discret :
Théoréme (Pour le modele d’Anderson, [Klopp])

m Soient E # E’ dans le régime localisé t.q. v(E) > 0, v(E’) > 0.
m Alors, pour Uy C R et U_ C R intervalles compacts et {k+,k_} € N? on a

p{ HUGE LN € U}

#{i G(E' w, M) €

ke etup Uy JU-I
k— | Asz k! k!
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Statistique locale des niveaux (suite)

Considérons deux limites de ¥ (&, E,w, A), X(£, E',w, \) pour E # E’.

m Sont-elles indépendantes ? C'est a dire, quand |A| — 400, les deux
processus ci-dessus convergent-ils faiblement vers deux processus de
Poisson indépendants ?

m Oui pour le modéle d"Anderson discret :
Théoréme (Pour le modele d’Anderson, [Klopp])
m Soient E # E’ dans le régime localisé t.q. v(E) > 0, v(E’) > 0.

Références

m Alors, pour Uy C R et U_ C R intervalles compacts et {k+,k_} € N? on a

P{#{j:fj(E:%/\) € U+}}

#{: §(E w N) € U 4!

ke etup Uy JU-I
A—Z k

m Ce théoréme est une conséquence des estimées de décorrélation.
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Résultats pour le modéle étudié

Estimée de décorrélation pour I'opérateur aléatoire avec désordre hors diagonal :
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Résultats pour le modéle étudié

Estimée de décorrélation pour I'opérateur aléatoire avec désordre hors diagonal :
Théoreme [P.]
m Soient @ € (0,1), B € (1/2,1) et E # E’ > 0 dans le régime localisé.

m Quand £~ L%, on a

O—(HW(A[))O(E+L71(7171)) # @ 2e(|ogL)»‘3
: ({U(Hw(/\z)) N(E +L7Y(-1,1)) # @}) < C(¢/L)
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Résultats pour le modéle étudié

Estimée de décorrélation pour I'opérateur aléatoire avec désordre hors diagonal :
Théoreme [P.]
m Soient @ € (0,1), B € (1/2,1) et E # E’ > 0 dans le régime localisé.

m Quand £~ L%, on a

O—(HW(A[))O(E+L71(7171)) # @ 2e(|ogL)»‘3
: ({U(Hw(/\z)) N(E +L7Y(-1,1)) # @}) < C(¢/L)

Indépendance asymptotique :
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Résultats pour le modéle étudié

Estimée de décorrélation pour I'opérateur aléatoire avec désordre hors diagonal :
Théoreme [P.]
m Soient @ € (0,1), B € (1/2,1) et E # E’ > 0 dans le régime localisé.

m Quand £~ L%, on a

o(Ho(A)) N (E + L7 (=1,1)) # 0 I Ly24l
IP)<{U(H/~v(/\¢))ﬂ(E’+L*l(fl, 7A@}><C(4/L) s t)

Indépendance asymptotique :
Théoréme [P.]
m Soit n > 2, on considére {E;}1<j<n dans le régime localisé telle que
E; >0, Ej # Ex Vj # k et v(E;) > 0 pour tout 1 < j < n.

m Alors, quand |A| — 400, les processus {X(§, Ej,w, \) }1<j<n convergent
faiblement vers les processus de Poisson indépendants.
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Lemme-clé pour démontrer ’estimée de décorrélation

Lemme-clé

m Soient E # E’ > 0 dans le régime localisé et 8 € (1/2,1).

m Supposons que P est la prob. de I'événement suivant (applé (x)) :
Il existe deux valeurs propres simples de H,,(A), disons E(w), E'(w) t.q.

B

[E(w) — E| +|E'(w) — E'| < et

et

IVoEw) ~ AVLE @) < e e >0

m Alors,

24
]P;* < ech
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Preuve du lemme-clé

Soient v := u(w) and v := v(w) vecteurs propres normalisés associés a E(w) et
E'(w).



Opérateur aléatoire Inégalités importantes Régime localisé  Statistique locale Résultats Lemme-clé Preuve Références

Preuve du lemme-clé

Soient v := u(w) and v := v(w) vecteurs propres normalisés associés a E(w) et
E'(w).

‘awnE(w) = (u(n) — u(n +1))* =: | Tu(n)|* pour tout n € /\‘

ot T : £2(A) — £2(A) défini par

| Tu(n) = u(n) — u(n + 1) avec u € (M) |




Preuve

Preuve du lemme-clé

Soient v := u(w) and v := v(w) vecteurs propres normalisés associés a E(w) et
E'(w).

’('L,,E(w) = (u(n) — u(n +1))* =: | Tu(n)|* pour tout n € /\‘

ot T : £2(A) — £2(A) défini par

| Tu(n) = u(n) — u(n+ 1) avec u € (M) |

Donc, si w € (*), on a

e > | Tu(n) — cTv(n)|| Tu(n) + cTv(n)|
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Preuve du lemme-clé

Soient v := u(w) and v := v(w) vecteurs propres normalisés associés a E(w) et
E'(w).

‘BWHE(UJ) = (u(n) — u(n +1))* =: | Tu(n)|* pour tout n € /\‘

ot T : £2(A) — £2(A) défini par

| Tu(n) = u(n) — u(n + 1) avec u € (M) |

Donc, si w € (*), on a

-7 > > | Tu(n) — cTv(n)|| Tu(n) + cTv(n)|

Alors, il existe une partitionde A=PUQ, PNQO =0 tq.
m pour n€ P, |Tu(n) — cTv(n)| < e L7/2,
m pour n € Q, |Tu(n) + cTv(n)| < e_"ﬂ/2
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Preuve du lemme-clé (suite)

"Lower bound" : Il existe un sous-intervalle J C A de taille O(L?) t.q.

lu(n)* + |u(n+ 1)]> > e’/ pour tout n € J
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Preuve du lemme-clé (suite)

"Lower bound" : Il existe un sous-intervalle J C A de taille O(L?) t.q.

[u(n)]? + |lu(n + D)]? > e L7/ pour tout n € J

Décomposition :

‘PHJ:UPjet onJ=ug;

ou P; et Q; sont des intervalles dans Z.

@O -0 - @ - -0 ---@----
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Trois étapes pour compléter la preuve du lemme-clé

Premiére étape : Chaque P; ou Q; ne peut contenir qu'au plus 4 points.
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Trois étapes pour compléter la preuve du lemme-clé

Premiére étape : Chaque P; ou Q; ne peut contenir qu'au plus 4 points.

Deuxiéme étape : De 4 points consécutifs de J, on peut toujours former un
systéme carré 10 x 10 des équations linéaires.

AU = b ot ||b|| < coe "2 et ||U|| > e /4

ol A est une matrice carrée de taille 10 et
U:=(u(n—2),...,u(n+2),v(n—2),...,v(n+2))".

Références
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Trois étapes pour compléter la preuve du lemme-clé

Premiére étape : Chaque P; ou Q; ne peut contenir qu'au plus 4 points.

Deuxiéme étape : De 4 points consécutifs de J, on peut toujours former un
systéme carré 10 x 10 des équations linéaires.

AU = b ot ||b|| < coe "2 et ||U|| > e /4

ol A est une matrice carrée de taille 10 et
U:=(u(n—2),...,u(n+2),v(n—2),...,v(n+2))".

Observation :

|det A] < Me=L"/% ot M ne dépend que ap, Bo, E et E’

Références
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Trois étapes pour compléter la preuve du lemme-clé

Premiére étape : Chaque P; ou Q; ne peut contenir qu'au plus 4 points.

Deuxiéme étape : De 4 points consécutifs de J, on peut toujours former un
systéme carré 10 x 10 des équations linéaires.

AU = b ot ||b|| < coe "2 et ||U|| > e /4

ol A est une matrice carrée de taille 10 et
U:=(u(n—2),...,u(n+2),v(n—2),...,v(n+2))".

Observation :

|det A] < Me=L"/% ot M ne dépend que ap, Bo, E et E’

Troisiéme étape : En utilisant d'un lemme de réduction + un calcul explicite,

on déduit les restrictions sur v.a.'s wp.

Références
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Fin de la preuve

Les restrictions sur v.a.'s {wn}nen :
E' - E

(i) |wn + T’ < Ce /B,
/_
(ii) |wn_1 + #‘ < Ce /B,
7\2
(iii) Wn1Wn — @ < Ce—LB/4_
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Fin de la preuve

Les restrictions sur v.a.'s {wn}nen :

! J—
(i) |wn + #’ < Ce /B,

/_
(i) |wny + E=E Z E‘ < Ce /B,
(E+EY

7 < Ce L7/,

(iih) |wn—1wn —

En conclusion,

m Les v.a.'s {wj}jen satisfont au moins cL® cond. de types (i)-(iii).

Références
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Fin de la preuve

Les restrictions sur v.a.'s {wn}nen :

(i) |wn + #’ < Ce LB,

/7
(i) |wn+ EE Z E‘ < Cet7/8
(E+EY

5
< Ce /4,
4

(iih) |wn—1wn —

En conclusion,
m Les v.a.'s {wj}jen satisfont au moins cL? cond. de types (i)-(iii).

m Du fait que w, sont i.i.d. avec une densité bornée, (i)-(iii)= Pour chaque

partition P et Q, I'événement () se produit avec une prob. au plus
—cl28
e .
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Fin de la preuve

Les restrictions sur v.a.'s {wn}nen :

(i) |wn + #’ < Ce LB,

/7
(i) |wn+ EE Z E‘ < Cet7/8
(E+EY

5
< Ce /4,
4

(iih) |wn—1wn —

En conclusion,
m Les v.a.'s {wj}jen satisfont au moins cL? cond. de types (i)-(iii).

m Du fait que w, sont i.i.d. avec une densité bornée, (i)-(iii)= Pour chaque

partition P et Q, I'événement () se produit avec une prob. au plus
—cl28
e .

Donc,

428 =28
P* < 2Le cL <e cL

ce qui conclut la preuve du lemme-clé.
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