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Chapitre 4

Intégration

1 Intégrale des fonctions continues sur un intervalle fermé
borné

1.1 Définition géométrique de ’intégrale

Définition 1.1.1 Pour toute fonction f continue et positive sur un intervalle [a,b], on

appelle intégrale de f sur [a,b] Uaire du domaine S délimité par les droites d’équations
b

y=0,z=a, x="> et le graphe de f. L’intégrale de f sur [a,b] se note / f(t)dt.

a
Lorsque f n’est pas positive sur [a,b] on définit l'intégrale sur [a,b] comme la différence
entre laire de la partie de S située au-dessus de l'axe des abscisses et celle de la partie de
S située au-dessous de l'axe des abscisses.

Remarque : Dans cette notation / f(t)dt, la variable ¢ est une variable “muette”. On

/fdt/fds—/fdu—/f

1+2
Exemple : On a / rdr = ; (2-1)= 5 d’apres la formule de 'aire d’un trapeze.
1

a

1.2 Propriétés de l’intégrale
Premieres propriétés

On déduit de la définition les propriétés suivantes :

Proposition 1.2.1 On a :

(2). /b(f+g /f dt+/ g(t)dt et VA € R /ab)\f(t)dt = )\/abf(t)dt

(Linéarité).

b
(i3). Si f est positive sur [a, b] alors/ f(t)dt > 0 (Positivité).

65



66 CHAPITRE 4. INTEGRATION

b b
(¢i7). Si pour tout x € [a,b], f(z) < g(x), alors / ft)dt < / g(t)dt.

(v). Si M et m vérifient pour tout x € [a,b], m < f(x) < M, alors
b
m(b—a) < / ft)dt < M(b—a) (Inégalité de la moyenne).

(v). Pour tout c €la,b| / f(t)dt = / f(t dt—l—/ f(t)dt (Relation de Chasles).

/f dt' /\f )ldt.

Conventions

(vi). On a

Définition 1.2.2 Soit f : [a,c] — R une fonction continue. On définit par convention :

/caf(t)dt:—/:f(t)dt et /aaf(t)dt:o

Le choix de ces conventions permet de généraliser la relation de Chasles de la facon suiv-
ante :

Proposition 1.2.3 (Relation de Chasles) Soit I un intervalle fermé et borné dans R
et f une fonction continue par morceaux sur un I. Alors pour tous réels a, b et ¢ dans I,

o /abf(t)dt:/acf(t)dt+/cbf(t)dt

Extension aux cas des fonctions continues par morceaux

Définition 1.2.4 (Fonctions continues par morceaux) On dit qu’une fonction f définie
sur un intervalle [a,b] est continue par morceaux s’il existe un entier N > 2 et des nombres
C1,C2,...,CN VETifiant a = ¢1 < --- < ¢y = b, tels que f soit continue sur chacun des
intervalles |c;, cip1| (1 = 1...N — 1) et que les limites de f aux bornes de ces intervalles
existent et soient finies.

Remarque : Toute fonction continue sur un intervalle [a, ] est continue par morceaux
sur [a,b]. Il suffit en effet de prendre N = 2.

Au vu de la définition, pour tout i € {1,..,N — 1} la fonction f; définie par

f(t) sit E]Ci, Ci+1[
fiy =4 lm,_ .+ f(z) sit=c¢
lim, ., - f(z) sit=ci1

i+1

est continue sur [¢;, ¢;11]. On peut alors définir, en cohérence avec la relation de Chasles,

l'intégrale de f sur [a,b] par
b N-—1 Cit1
/ f(t)dt = 2/ fit) dt
e i=1 ¢

l
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Valeur moyenne et propriété de la moyenne

b
ia/a f(t)dt est

Théoréme 1.2.6 (Théoréme de la moyenne) Soit f : [a,b] — R une fonction con-
tinue. Alors, il existe ¢ € [a,b] tel que

b
oo [ o= f)

La valeur moyenne de f est donc une valeur prise par la fonction f.

Définition 1.2.5 (Valeur moyenne d’une fonction) Le nombre 2

appelé valeur moyenne de la fonction f sur [a,b].

Démonstration : La fonction f étant continue sur 'intervalle fermé borné [a, ], il existe
deux éléments u et v de [a, b] tels que pour tout = dans [a,b], on ait f( ) < f(z) < f(v).

En intégrant cette inégalité on obtient f(u)(b— a) / ft)dt < f(v)(b—a), et donc

flu) <

2 / f®)dt < f(v). La propriété des valeurs intermédiaires donne alors
—a

Pexistence d'un ¢ € [a, b] tel que f(c

2 Primitives

2.1 Définition et propriétés

Définition 2.1.1 Une fonction F est dite primitive d’une fonction f sur un intervalle I
si pour tout x dans I on a F'(z) = f(x).

On remarque que si F} et Fy sont deux primitives d’une méme fonction f sur intervalle I,
alors (F; — F3)' = 0 sur I et donc F} — F; est constante sur 1. On obient la proposition
suivante :

Proposition 2.1.2 Si F' est une primitive d’une fonction f sur un intervalle I, les prim-
itives de f sur I sont les fonctions F'+ C ou C est une constante réelle.

On note / f(x)dx les primitives de la fonction f sur un intervalle. Par exemple, sur
1

10, +o0[ on a / —dx =1Inx + C ou C est une constante réelle.
x

Exemples : - Soit f1(z) = In(x + Va2 + 1); la fonction f; est définie et dérivable sur R
et on a pour tout = réel

2x
/ _ 1+ 2vVxi+1 1
fiz) = o) = =
r+vVrZ+1 Vi +1
1
La fonction f; est donc une primitive sur R de la fonction z — NS
T4+

- Soit fo(z) = In|x++va? — 1|; la fonction f2 est définie sur | —oo, —1]U[1, 4-00[ et dérivable
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sur | — oo, —1[U]1, +00], et pour tout x €] — oo, —1[U]1, +o0[ on a

fw = a1
r+vVa2 -1 Va2 -1
La fonction fs est donc une primitive de la fonction x —— \/g% sur chacun des
intervalles | — oo, —1] et |1, +ool.
2.2 Primitives usuelles
Fonctions Intervalles Primitives
T 1 ] — 00, 0[0u]0, +00] x +— In |z|
z+— 2" (n € N) ] — 00, +00[ $'—>f:11
z— 2" (neZ \{-1}) |]—o0,0[oul0,+oo] z— T
T 2% =M% (a0 £ —1) | ]0, 400 T — fjll
x— e” ] — 00, +00[ T — et
r+— sinz ] — 00, +0o0[ T +—> —COoST
T —> CoS T ] — 00, +00[ x—> sinx
x> 1+ tan’y = —1— | =5 +km, §+kr[(k€Z)|xz— tanx
T +— tanz | =5 +km §+kr[(k€Z)|x— —In|cosz|
xr — 1+1I2 ] — 00, +o0[ x +— Arctan x
T — —— |—1,1] x — Arcsinx
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J}I—)ﬁ ]_007_1[011]17‘1‘00[ x|—>1n|$+m|
xr—)ﬁ ] — 00, +o0] $l—>ln(x+\/m)

3 Relation entre intégrale et primitive

3.1 Théoréme fondamental

Théoréme 3.1.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit a € I; pour
x

x € 1, on pose (x) = / f(t)dt. Alors ®(a) =0, ® est dérivable sur I et pour tout x € I
on a ®'(x) = f(x).

Remarques : - On dit que @ est la primitive de f sur I qui s’annule au point a.
- Toute fonction continue sur un intervalle admet donc une primitive sur cet intervalle.
. . . s D(z+h)—P(x)
Démonstration :  On cherche & prouver que ————— tend vers f(x) lorsque h tend
vers 0. La relation de Chasles nous donne 1’égalité :

T _ T z+h
@(+2 w):iL Fydt

D’apres le théoreme de la moyenne, il existe un réel ¢ tel que

[ = s

avec x < ¢ < x+houx+h < ¢, < (selon que h soit positif ou négatif). Lorsque h

tend vers 0, ¢, tend vers x. Puisque f est continue en x, cela implique que lorsque h tend
S(x+h)—P

vers 0, f(cp) = (= ]z (z)

tende vers f(z). Ce qui acheve la démonstration. O

3.2 Calcul intégral et primitive

Corollaire 3.2.1 Si F' est une primitive de f sur [a,b], alors

b
/ F(#)dt = F(b) — Fla).

b — F(b) — F(a)

On utilise souwvent la notation : [F(z)],
Démonstration : Soit F' une primitive de f sur [a, b].
On sait que @ : z — / f(t) dt est la primitive de f qui s’annule au point a. La fonction

F — & est donc constante sur [a,b]. D’ou F(b) — ®(b) = F(a) — ®(a). Or ®(a) = 0. Donc
F(b) — F(a) =®(b). O

Remarque : Cela donne donc une méthode de calcul de / f(t)dt pourvu que l'on

connaisse une primitive de f sur [a, b].
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b
Proposition 3.2.2 Soit f une fonction continue et positive sur |a, b] telle que/ f(t)dt =0,
a
alors f =0 sur [a,b].

T

Démonstration : Soit ¢ : T +— / f(t)dt. Puisque ¢/ = f > 0 alors ¢ est croissante. De

plus ¢(a) = ¢(b) = 0 donc ¢ est hulle sur [a,b] ; il en va donc de méme pour sa dérivée f.
O

4 Méthodes de calcul intégral

Sil’on connait une primitive d’une fonction f sur I'intervalle [a, b], cela donne une méthode

b
de calcul de/ f(t)de.

1

Exemple : La fonction Arctangente est une primitive sur R de la fonction x —— T

donc

1
1
/ —— dx = [Arctan z] = Arctan1 — Arctan0 = T

0 1+ 4

Mais en général on ne connait pas une telle primitive.

Nous allons voir les deux outils principaux de calcul intégral que sont 'intégration par
parties et la formule de changement de variable.

4.1 Intégration par parties

L’intégration par parties transforme l'intégrale d’une fonction sur un intervalle en une
intégrale d’une autre fonction sur le méme intervalle. Elle est basée sur la dérivée du
produit de deux fonctions.

Proposition 4.1.1 Soient f et g deuxr fonctions dérivables et de dérivées continues sur
[a,b]. Alors :

b b
/Jmmwzmwwk/ﬂmww

Démonstration : Soit f et g deux fonctions continiment dérivables de [a,b] dans R, le
produit est dérivable et on a (fg) = f'g + f¢’. En intégrant cette égalité entre a et b on
obtient

b b
wamz/ﬂmmw+/ﬂmmw

d’ou le résultat.O

Mode d’emploi : La fonction que I'on veut intégrer doit se présenter sous la forme du
produit de deux fonctions. Il faut choisir celle que 'on doit dériver (la fonction g de la
formule) et celle que I'on va intégrer (la fonction f’ de la formule). Il faut bien sir faire le
bon choix, pour se ramener a une intégration plus simple & réaliser. A noter que le choix
de f se fait a une constante pres.
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Exemples :

3
1. e Calculons [ :/ Intdt.
1

it =1 | { Ft) =t |
On pose ; on obtient , ce qui donne
P { g(t) = Int giy=1 "1

3 3
1
I:/ lntdt:[tlnt]i”—/ t;dt:3ln3—[t]:f:31n3—2
1 1

e Cette technique permet aussi de calculer les primitives de la fonction In. Pour tout
x

x > 0 posons ¢(x) = Intdt. La méme intégration par parties donne
1

€T xX 1
qﬁ(:z:)—/ lntdt—[tlnt]f—/ t;dt:wlnw—[t]gf:xlnx—x—i—l
1 1

Les primitives sur |0, +oo[ de la fonction In sont donc les fonctions z — xInz—z+4C
ou C est une constante réelle.

1

2. o Calculons J = [ (22 —1)e 3" dz. On a intérét a dériver le polynéme 2z — 1 et
! —3x 1 -3z
oL, a3y fl(z)=e ) ) f(x):—ge .
a intégrer e °*. Posons { g(x) =2 —1° on obtient { J(x) =2 , ce qul
donne
1 1
J= [(295 —1) (— 396)} — / 2 <—e3x> da
o Jo
1 g1 2] 1 1t 5 g1
= e + 3 { 3 e ]o =79 e 9
b
e Plus généralement, on peut calculer I = P(t)e* dt ot P est un polynéme

a
de degré n > 1 et « un réel non nul en effectuant n intégrations par parties. On
procede de la fagon suivante : en dérivant le polynome et en integrant ’exponentielle
on obtient

j [1P(t)e°‘t]b - / " Pt d.

o a
On est ramené au calcul d’une intégrale du méme type, mais avec un polynéme de
degré n—1. Apres n intégrations par parties du méme type on est ramené simplement
b

au calcul de / e dt.

a

x
3. Calculons F(x) = / e sin(t) dt ot a et 8 sont deux réels non nuls et 2 un réel
0

quelconque.
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F)=e
(1) = sin(Br)

On peut indifféremment dériver e ou sin(/3t). Posons par exemple { g

1 (0%

on obtient { ft) = ae : , ce qui donne
¢'(t) = Beos(Bt)

F(z)= [;eat sin(ﬁt)} ' _B e cos(St) dt.

o “Jo

Nous sommes ramenés a une intégrale du méme type : nous faisons une seconde
intégration par parties qui ne nous ramene pas au point de départ; autrement dit,
nous continuons & intégrer e et a dériver la fonction trigonométrique cos(3t), ce
qui donne

1 * 1 v 2 (7

F(z) = [eo‘t sin(ﬁt)] _8 [eo‘t cos(ﬂt)] - <é> / e sin(3t) dt,

Q 0 ol 0 Q 0
F(z) est donc solution d’une équation du premier degré a une inconnue. On résoud
et on obtient

Fla)=(1+ (i )2)*1( [;eat sin(ﬁt)r - g [ieat cos(ﬂt)}

0

T

0

— (1 + (§)2>_1 (éeo‘x sin(fz) — g(eax cos(Bx) — 1))

(07

4.2 Formule de changement de variable

La formule de changement de variable transforme l'intégrale d’une fonction sur un inter-
valle en une intégrale d’une autre fonction sur un autre intervalle. Elle est basée sur la
dérivée de la composée de deux fonctions.

Proposition 4.2.1 Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable sur |a,b], de dérivée con-
tinue, avec f(la,b]) C [c,d] et soit g : [c,d] — R une fonction continue sur [c,d]. Alors

b f(®)
/gmmjwwz/ o(u)du
a f(a)

Démonstration : Si G est une primitive de g,

D’autre part, Go f : [a,b] — R est dérivable et de dérivée :

Go f'(z) =g(f(2)) - f'(x)

c’est donc une primitive de la fonction x — g(f(x)) - f'(x). Donc :

b
/guw»f@ﬁzaﬂw—Gﬂ@

D’otu I'égalité recherchée. O
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Mode d’emploi :

Un changement de variable se fait avec trois opérations :
e Remplacer u par f(t).
e Remplacer du par f'(t)dt.

e Remplacer les bornes f(a) et f(b) par a et b.

La formule s’applique dans les deux sens.

Exemples
Loy
e Calcul de/ mdt. On pose > = v d’olt 2tdt = du. Sit =0, u=0etsit =1,
0
u = 1. Alors
1 1
t 1 1
/)ﬁ+1mL: 2/‘t4 1@%
0 0 \/—1_ du
u2
L[ = S st )
= = ——du = = [Arctan (u
2 Jo 14+ u? 2 0
—
= 3

1
1
e Calcul de / - dt. On pose u = ¢! de sorte que du = e'dt (ou encore, en
0 e

du
remarquant que In(u) = ¢, dt = —). Lorsque t =0, u = 1 ; lorsque t = 1, u = e. Alors
u

1 1 e
2 1 1 du
0 0 et 4 — 1oy 4=
u

et

¢ u  du ¢ 1
— o L W _of g
/1u2+1 u /1u2+1 “

= 2[Arctan (u)]{ = 2Arctan (e) — g

1
e Calcul de / Mdaﬁ. On pose x = sinf avec 0 € [0, g}, d’ou dx = cos0df. Lorsque
0

0 =0, x=0 et lorsque 0 = g, x = 1. Alors

1 s
/ V1—22dz = /2 V1 — sin? 6 cos 6df
0 0

= /2 cos® 0d6
0

B /7271—1—008(29)61(9
= |~

INIE]

= 7+ [i sm(ze)]o =

1
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4.3 Intégration d’expressions trigonométriques

b
Pour calculer des intégrales du type / sin? t cos?t oll p et ¢ sont des entiers on distingue
a

deux cas.

Premier cas

Si p est impair (respectivement g est impair) on effectue le changement de variable u = cost

(respectivement v = sint) et on obtient, en utilisant la formule sin?¢ 4 cos®t = 1, une
cosb

b b
expression de la forme / sint - Qq(cost)dt = — Q1 (u)du (respectivement / cost -
a a

. cosa
sin b

Q2 (sint)dt = Q2(u)du), ou Q1 et Q2 sont des fonctions polyndmiales.

sina

Deuxiéme cas

Si p et ¢ sont pairs on linéarise I’expression.

Exemples :

1. Calculons une primitive de x — sin? z cos® .

T
On va calculer F(z) = / sin t cos® tdt. Comme ¢ = 3 est impair, on effectue le

0
changement de variable © = sint; on a du = costdt et
.4 34 qind .2 — (<
sin® ¢t cos®t = sin” t(1 — sin“t) cost = Q(sint) cost

avec Q(u) = u*(1 — u?) = u* — uS. On obtient

3

2
2. Calculons I = / cos? tsin® t dt. On linéarise cos? tsin?t. On a
0

1 1
cos’tsin?t = 1 sin? 2t = §(1 — cos 4t)

1 (% 1 1 R
I=2 [ (1—cosdt)dt == [t — ~sindt| = —
8/0( cos 4t) 8[ 1 5in L 16

Remarque :

La méthode de linéarisation est valable dans tous les cas mais la méthode préconisée quand
I'un des exposants est impair est beaucoup plus rapide.
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5 Calcul numérique des intégrales

5.1 Cas général

Soit f une fonction continue positive sur un intervalle fermé borné [a,b]. On essaie de
b

calculer numériquement f(t) dt, c’est-a-dire I'aire de la surface délimitée par les droites

a
y=0,z=a, x=0>et le graphe de f.
On peut encadrer cette aire par des sommes finies d’aires de rectangles comme suit :

b— b—
a,a—i—(i—i—l) a

pour n dans N* on divise l'intervalle [a, b] en n intervalles I; = |a + ¢

de longueur pour ¢ =0,--- ,n—1.

La fonction f étant continue sur chacun des intervalles I;, elle admet un minimum m; et
un maximum M; sur cet intervalle.

-

a b
n—1 b a n—1 b a
Alors laire recherchée est comprise entre s,, = g m; et S, = g M; )
n n
=0 i=0

On peut également définir s,, et S, lorsque f n’est pas positive sur [a, b] et on a pour tout

b
n dans N*, s, < / ft)dt < S,.
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5.2 Cas des fonctions monotones

b—a
Si la fonction f est croissante sur [a,b] on a m; = f (a +1 ) et
n

M; = f (a—l—(i—&—l)b_na>. Donc

On en déduit S, — s, =

b—
Si la fonction f est décroissante sur [a,b] on a m; = f <a +(1+1) a) et
n

h—
Mi:f<a+i na>. Donc

b—a — b—a b—a it b—a
Sp = - §f<a+i n> et Sp,= - §f<a—|—i n>

b—a

On en déduit S,, — s, = (f(a) — f(b)). On obtient :

Proposition 5.2.1 Lorsque f est monotone sur [a,b], 'amplitude de l’encadrement

b
on s/ f(t)dt < 5,

b—

— |f() - f(a)].

est

b—

n
peut étre rendu aussi précis que 'on veut, pourvu que n soit assez grand.

a |f(b)—f(a)| tend vers 0 quand n tend vers +oo, I’encadrement

Remarque : Puisque
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5.3 Exemple de calcul numérique d’une intégrale

1
Nous allons approximer l'intégrale I = / e da par ce qu’on appelle la méthode des
0

rectangles : ,
La fonction 2 — e~* est décroissante sur [0,1]. On a (1 —0)|e™! — €% ~ 0.6 donc si I'on
veut approximer I & 102 pres il suffit de prendre n = 100. On obtient avec une machine

1 100 1 99

s100 = 3 e /10 1 0.7436573983 et Sipo = —— > e " /1 ~ 07499786039

100 P 100 =

On a donc ’encadrement suivant

0.743 < s190 < I < S100 < 0.750

dont 'amplitude est 7.1073.

6 Application aux équations différentielles linéaires d’ordre
un

Soit I un intervalle de R. Dans tout ce paragraphe, a et b sont des fonctions continues sur
I.

6.1 Définitions

Définition 6.1.1 On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre une équation
(E) de la forme:

(E) o =a(z)y+b(x)

On appelle solution de (E) sur I une fonction ¢ continue et dérivable sur I, telle que:
Ve € I, ¢(z)=a(z) p(z) + b(x).

6.2 Equation linéaire homogene
Définition 6.2.1 On dit qu’une équation différentielle linéaire du premier ordre est ho-

mogene lorsque b(x) = 0.

Définition 6.2.2 Soit (E) l’équation différentielle y' = a(x)y+b(z). On appelle équation
différentielle homogéne associée a (E) ’équation

(B1) ¢ =alz)y

Théoréme 6.2.3 Soit (E1) l’équation différentielle linéaire homogéne y' = a(x)y.
On note A(z) une primitive de a(x).
Alors, les solutions de (E7) sont de la forme y = C eA®)  og C est une constante réelle.
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Démonstration
On fait un changement de fonction inconnue: on pose y = z eA(®)
La dérivée de y est i = 2’ eA®) 4 z a(z) eA®)

Et en remplagant dans (E1), on obtient :

2@ 4z a(z) e = a(z) 2 eA@

= e =0= 2 =0= 2 est une constante C .
Dot y = C 4@,

On constate que les solutions dépendent d’une constante . Il y a donc une infinité de
solutions.O

6.3 Cas général

Soit (E) I’équation différentielle linéaire ' = a(x)y + b(x). Supposons que I'on connaisse
une solution ¢q de (E) sur l'intervalle I. Cette solution est-elle unique?

Proposition 6.3.1 Soit (E) l’équation différentielle linéaire y' = a(x)y + b(x) sur un
intervalle I . Si g est une solution sur I alors les solutions sur I de (E) sont de la forme
© = g + Ce®) o0 C est une constante réelle et A(x) une primitive de a(x) sur I.

Démonstration

Soit (F) 'équation linéaire y' = a(x)y + b(z).

Soit ¢ une solution. Soit ¢ une éventuelle autre solution.

Les fonctions ¢ et ¢ étant solutions de (E), on a ¢y = a(z)po+b(x) et ¢/ = a(x)p+b(x).
Par soustraction, on obtient : ¢/ — ply = a(z)(p — ¢o)

Par conséquent, ¢ — ¢q est solution de I’équation homogene associée : ' = a(x)y

On en déduit que ¢ — @o = Ce®) ot A(x) une primitive de a(z) sur I.

Donc ¢ = ¢g + Ce® ot C est une constante réelle.0

Ainsi I’équation (E) admet une infinité de solutions qui dépendent des valeurs de la con-
stante C'. O

Définition 6.3.2 Cette famille de solutions est appelée la solution générale de I’équation
différentielle.

Définition 6.3.3 Une solution qui correspond a une valeur donnée de C est appelée so-
lution particuliére de I’équation différentielle.

On déduit de ce qui précede :

Théoréme 6.3.4 La solution générale d’une équation différentielle linéaire est la somme
de la solution générale de l’équation homogeéne associée et d’une solution particuliére de
[’équation compléte.
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Exemple

Résoudre ’équation 3y’ + y = e*.
Cette équation est de la forme y' = a(x)y + b(x) avec a(x) = —1 et b(x) = *

e A(z) = —x étant une primitive de a(x), ’équation homogene associée a pour solution

générale y = C e™ 7.

X
e Il est clair que yg = 5 est une solution particuliere de ’équation complete.

eI
Par conséquent, la solution générale de cette équation est y = C' e™® + Ch
6.4 Méthode de variation de la constante

Il n’est pas toujours facile de deviner une solution particuliere de I’équation homogene
associée. Pour en trouver une, on peut appliquer la méthode de variation de la constante:
Soit (E) 'équation linéaire y' = a(x)y + b(z).
e On commence par résoudre ’équation homogene associée. La solution générale de
cette équation est de la forme C eA(*),
e On fait le changement de fonction inconnue y = z eA(®).
La dérivée de y est y/ = 2’ eA®) + 2 a(z) eA®),

En remplagant dans (E), on obtient :

S A 4 a(z) Al) _ a(x) z eAl) 4 b(x)

= 2@ =pa)= 2 =bx) e AW@
On s’apercoit que, pour trouver z , il suffit de calculer une primitive F(z) de
b(x) e~ AW,
On aura alors: z = F(x) + K.

e Par conséquent, la solution générale de I’équation (E) est y = F(z) + K eA®),

Pratiquement, on n’introduit pas la lettre z, mais on conserve la lettre C, et on la considere
comme une fonction C(x).

Exemple Résoudre I'équation y/ = Zy + 3.

On se place sur un intervalle qui ne contient pas 0.
3

e A(z) = 2In|z| = In2? étant une primitive de a(z), ’équation homogene associée a
. L 2
pour solution générale y = C e?” = C 2.
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e On utilise la méthode de variation de la constante: on pose y = C(x) 2.

Onay =C'(z) 22 +C(x) . 2.

En remplagant y et y/ par ces valeurs dans ’équation, on obtient:

C'(z) 2% + C(z) 22 = %C’(:t:).ac2 + a3

C'(z) 2% = 23
C'(z)==x

2
cm:%+K

e Par conséquent, la solution générale de I’équation donnée est :

2

4
x x
= 4 Ka’=""+K
Yy 2—1—3: 2+ x

2
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7 Exercices

1
Exercice 1 On définit, pour tout entier n > 0, I, = t"e tdt.

0
1. Montrer, sans calculer I, que la suite (I,),en+ est décroissante. Converge-t-elle ?

L_ et en déduire la limite de (I,)nen-.

2. Montrer que 0 < I, < 05

Exercice 2 Comparez, sans les calculer, les quantités
us
2

3
/ sin"xdxr et /
0 0

sin”t ¢ dx

2w

S

Exercice 3 Calculer / | cos x| dz.
0

f(t) = asin(wt + ¢) o a et w sont

Exercice 4 Soit f la fonction définie sur R par
deux réels strictement positifs et ¢ un réel quelconque. Calculer la valeur moyenne de f

2
sur [0, W] .
w
Exercice 5 Calculer les intégrales suivantes :
1 8 2
1
1 / 2_t41)dt 2 /tédt 3 /ds
) 0 ( ) ) 1 ) 1 (1+5s)3
1/2 1 1 1 3 1
4 —dt 5 / ——du 6 / ——ds
) 0o VIt ) 1 V1+u? ) 2 Vs?—1

Exercice 6 Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant les intervalles ou
cosS T

1
ne 3) x> 3z e 4) xr— —
sin x

elles sont définies :
T
2) rrV— —
T

1) z+— ———
V1+ z? . ‘
Indication : on essaiera de reconnaitre des dérivées de fonctions composées.

Exercice 7 Calculer les intégrales suivantes en utilisant une intégration par parties,

répétée si nécessaire :
1 T T
1) /tthdt 2) / tsint dt 3) / tcostdt
0 0 -
1
5) /thtdt 6) / elcost dt
0 0,

2) /leuntdt
7) /01de 8) /j\/ﬁixdx 9) /l(lnx)de

Exercice 8 Calculer les primitives des fonctions suivantes (en précisant les intervalles ou

ENER
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elles sont définies) en utilisant une ou plusieurs intégrations par parties :

1 21
1) z s 2 2) x> arctanx 3) z— z o
x? 2e”

4) x> zcosw

1
Exercice 9 Pour tout entier naturel n on pose I, = / z"e” dx.
0

1. Montrer que I,, = e — nl,_1 pour tout n > 1.
2. En déduire I5.

1
Exercice 10 Pour tout entier naturel n on pose I, = / (2% — 1) d.
0

2n

LI S
m+1 "t

1. A laide d’une intégration par parties, établir que, pour n > 1, I, =

2. En déduire la valeur de I,,.

Exercice 11 Soit > 0. On définit les intégrales F'(x) et G(x) par :

F(z)= /lw cos(Int)dt et G(x)= /lz sin(Int) dt

En utilisant des intégrations par parties, prouver que F(z) = zcos(lnz) — 1 + G(z) et
G(z) = zsin(Inz) — F(z). En déduire les expressions de F'(z) et G(z).

Exercice 12 1. Calculer la dérivée de f(x) = In(x + Va2 + 2).

1
dt
2. Calculer [ —/ —_—.
) £ +2 1
2

3. Soient J:/ ——dt, et K :/ V2 + 2dt. Montrer que J + 21 = K.

0 Vt2+2 0
4. Montrer, en intégrant K par parties, que K = v/3 — J.
5. Retrouver ce résultat en intégrant J par parties.
6. Calculer J et K.

Exercice 13 Calculer les intégrales suivantes, a 1’aide d’'un changement de variables :

1) /02t2dt %) /fe‘ﬁdt 3) /Olln(H\/:E)dx 2) /Ol(tgdt

6 +1 t4 4 1)2

2 2
Exercice 14 Calculer / sinx cosz dz et / sin® x cos® z dx.
0 0

Exercice 15 Déterminer deux réels a, b tels que

1 a b
Ve eR\{0,-1} —— -2
v ERA{0, 1} z(z +1) x+:c—i—1

5 dx
En déduire le calcul de / _.
o z(z+1)
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1
d
Exercice 16 Calculer I'intégrale I = / 273: (Indication : on mettra le polynome
o T-+ax+1
22 +2+1 sous la forme (z+a)?+b% puis on effectuera le changement de variable x+a = bt)

Exercice 17 On veut calculer 'intégrale J =
1 333 +1°
1. Déterminer trois réels a, b, ¢ tels que

1 a bx + ¢
vz eRA\{-1} a:3+1:1:—|—1 2 —x+1

2. Calculer J a l’aide d’un changement de variable comme dans l’exercice précédent

Exercice 18 On considere la fraction rationnelle définie sur R\{1,2} par

Fla) = a2t — 423 + 1022 — 13z + 5
B (z —1)*(z - 2)

d
1. Montrer qu’il existe des réels a, b, ¢, d, e tels que F(z) = ax+b+ ¢ + + c_.
r—1 (=12 z-2
2. En déduire des primitives de F sur les intervalles ou elle est définie

Exercice 19 Calculer les primitives des fonctions suivantes

3 g2 x (arctan x)? )
1) xr-e 2) \/ﬁ 3) Taﬁl 4) Arcsinx
5) In(z + Va2 +1) 6) (e®+1)%" 7) 2?(1—a%)3 8) x%e”®

1
Exercice 20 Calculer I'intégrale / V1+z—a22dx.
0

Indication :

on mettra le polynéme du second degré sous la forme b*> — (x + a)? et on
effectuera le changement de variable x + a = bsin 8

—dt et F(x —dt

2z
t t
Exercice 21 Pour tout z > 0 on pose G(x) = / sin / sin
x
1. En utilisant la relation de Chasles exprimer G(z) a l'aide de la fonction F

2. En déduire le calcul de G'(z).

3. Donner le sens de variation de G sur |0, 7]

Exercice 22

1. Soit @ > 0. Montrer que si une fonction continue f est paire sur [—a, a|, alors la fonction
définie par F(x / f(t) dt est impaire.
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2. Démontrer un résultat analogue lorsque la fonction f est impaire.

3. Soit ¢ : R — R une fonction continue, périodique de période T' > 0. Pour tout =z € R,
z+T

on pose G(z) = g(t) dt. Montrer que G est bien définie, continue et dérivable sur
X
R. Calculer sa dérivée. En déduire que G est une fonction constante sur R.

x
Sous quelle condition la fonction H : x — / g(t) dt est-elle périodique, de période T' ?
0

Exercice 23 Intégration numérique par la méthode des rectangles

1. Donner, & l’aide de la méthode des rectangles, un encadrement d’amplitude 10~! de

1
I'intégrale / sin(x?) da.
0

2. On considere la fonction f définie sur R par f(0) = 1 et f(x) = 2% pour x dans
R*.

(a) Montrer que f est continue sur R et décroissante sur [0, 7.

onner un encadrement d’amplitude 107" de l'integrale x)ax.
b) D d d’ litude 10~! de 'intégral flx)d
0

Exercice 24 FEstimation de n! par la méthode des rectangles

1. Montrer que 'on a pour k entier

k k+1
Vk > 2, / Intdt <Ilnk et VkZl,lnkig/ Intdt
k—1 k

2. En déduire pour tout n dans N* I’encadrement

n n
/ Intdt <In(n!) < / Intdt+Inn
1 1

3. En déduire pour tout n dans N* I’encadrement de n! :

n\n" n\n"
e(—) <nl <ne (—)
e e

Exercice 25 Développement du logarithme
Soit n dans N et 2 dans | — 1, +-o00[.

1. Montrer que
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2. En déduire que

3. Montrer que

4. Conclure que

— (—1)F
ngrfooz k+1 =n2

5. Plus généralement, montrer que si 0 < x <1

e 2 R =ln{l+2)
Exercice 26 Déterminer toutes les solutions de 1’équation différentielle v’ = —y + cos .

Montrer qu’elle n’admet qu’une seule solution périodique.

Exercice 27 Déterminer la solution générale des équations différentielles suivantes sur
les intervalles considérés :

1) (1—x2)y/—my:1, ]_171[
2) xy'—%::rln:r, 10, 4-o0[.

Exercice 28 Déterminer la solution sur ] %ﬁ, g [ de I’équation différentielle

y — (tanz)y =z
vérifiant y(0) = 0.

Exercice 29 On considere I’équation différentielle (E) xy’ + 2y = 2.

1. Chercher une solution de (E) sur R, polynomiale de degré inférieur ou égal a deux.
2. En déduire toutes les solutions de (E) sur | — 0o, 0] et sur |0, +oo|.

3. Combien y a t-il de solution(s) de (E) sur R 7

Exercice 30 On considere 'équation différentielle (E) y' = y+ f(z), ou f est une fonction
de période T' > 0 continue sur R.
x
1) Exprimer la solution générale de (F) sur R a1’aide de la fonction F'(z) = / et f(t)dt.
0
2) Montrer que F(z +T) =e T F(z) + F(T).
En déduire que (E) admet une unique solution de période T', que 'on déterminera.



