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CONVERGENCE DOMINEE

Exercice 1. Soit (X, .A, ;1) un espace mesuré et (f,,) une suite décroissante de fonctions
mesurables positives qui converge presque partout vers une fonction f. On suppose que
fX fodp < +00. Montrer que

lim /fndu:/fdu<+oo.
n—+o0o X X

On donnera deux démonstrations : une utilisant le théoréme de convergence monotone et
I’autre le théoreme de convergence dominée.
Peut-on supprimer 'hypothese [ + fodp < 4007 Sinon, donner un contre exemple.

Exercice 2. Caluler les limites suivantes quand n — +o0 :
1 14+ nx
1.
f 1 + x)"
f+oo sin(mx)
E | —|— "
3. f0+°° e~ "s* Ty ou f est une fonction intégrable sur R

4. f—&-oo nf )

—— 5 5dx ou [ est une fonction continue et bornée sur R,.

D. fo In(x) <1 — E) dz. On pourra en profiter pour donner une expression intégrale

no1
de la constante d’Euler v = lim (Z T ln(n)>.

n—+00 \ .

Exercice 3. Soit (X, .4, i) un espace mesuré et (f,,),>o une suite de fonction mesurable

de (X, A) a (R, B(R)).
1. Montrer que si - [y [faldp < 400, alors Y [, fudp = [ > fudp.

n>0 n>0 n>0

2. Soit(N,P(N), m) ot m la mesure de comptage. Soit v : N — R, une fonction

mesurable. Démontrer que [;udm = Y u(n).
neN

3. Soit f fonction réelle telle que pour tout a € R, [, |f(z)|el**ldz < +o00. Montrer

que :
/f aa:dl,_zn|/

n>0
4. Soit (anp)np>o des réels. Montrer que

ZZ |y, p| < +00 = ZZCLM, = ZZG”’P'

n>0 p>0 n>0 p>0 p>0 n>0

n(—1)k+
5. Calculer la limite lim ) ~————.
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Exercice 4. Soit (X, A, 1) un espace mesuré et f : X — R une fonction intégrable.
1. Montrer que lir}rq nu({|f] > n}) =0.
n—-+0o0

1
2*. Montrer que Y — f|f|<n f2dp < +oo.
n>1 M =

Exercice 5. Soit (X, A, p) est un espace mesuré et f : X — [0,+00) une fonction
mesurable positive. On suppose que 0 < [ « fdu < +o0. Calculer, en fonction du parameétre

a € R, la valeur de
. fl@)\*
1 In (1 — )

Exercice 6. Convergence en mesure. Soit (X, .4, 1) un espace mesuré tel que u(X) <
+00. Soit (fn)n>1 €t f des fonctions mesurables de (X, .A) dans (R, B(R)). On dit que f,
converge en mesure vers [ si

ve >0, lim u({|fo —fl2¢})=0.

1. Si [y |fo — fldp — 0, alors que f, converge en mesure vers f.

2. Montrer que si la suite f,, converge vers f u—p.p., alors, f, converge en mesure
vers f.

3. Réciproquement, suppose que f, converge en mesure vers f :
(i) Montrer qu’il existe une sous-suite (fy, )ren telle que

1 1
VEk > 1, u(\fnk—f|>g> <1z
1
(i) Soit A = limkinf {|fnk —f| < E} . Montrer que f,, converge vers f sur A

et u(A°) = 0. Autrement dit, f, posséde une sous-suite qui converge vers f
{1—D-D-



