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CONVERGENCE DOMINÉE

Exercice 1. Soit (X,A, µ) un espace mesuré et (fn) une suite décroissante de fonctions
mesurables positives qui converge presque partout vers une fonction f . On suppose que∫
X
f0dµ < +∞. Montrer que

lim
n→+∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ < +∞.

On donnera deux démonstrations : une utilisant le théorème de convergence monotone et
l’autre le théorème de convergence dominée.
Peut-on supprimer l’hypothèse

∫
X
f0dµ < +∞ ? Sinon, donner un contre exemple.

Exercice 2. Caluler les limites suivantes quand n −→ +∞ :

1.
∫ 1

0

1 + nx

(1 + x)n
dx

2.
∫ +∞
0

sin(πx)

1 + xn
dx.

3.
∫ +∞
0

f(x)e−n sin2 xdx où f est une fonction intégrable sur R+.

4.
∫ +∞
0

nf(x)

1 + n2x2
dx où f est une fonction continue et bornée sur R+.

5.
∫ n
0
ln(x)

(
1− x

n

)n
dx. On pourra en profiter pour donner une expression intégrale

de la constante d’Euler γ = lim
n→+∞

(
n∑
k=1

1

k
− ln(n)

)
.

Exercice 3. Soit (X,A, µ) un espace mesuré et (fn)n≥0 une suite de fonction mesurable
de (X,A) à (R,B(R)).

1. Montrer que si
∑
n≥0

∫
X
|fn|dµ < +∞, alors

∑
n≥0

∫
X
fndµ =

∫
X

∑
n≥0

fndµ.

2. Soit(N,P(N),m) où m la mesure de comptage. Soit u : N −→ R+ une fonction
mesurable. Démontrer que

∫
N udm =

∑
n∈N

u(n).

3. Soit f fonction réelle telle que pour tout a ∈ R,
∫
R |f(x)|e

|ax|dx < +∞. Montrer
que : ∫

R
f(x)eaxdx =

∑
n≥0

an

n!

∫
R
xnf(x)dx.

4. Soit (an,p)n,p≥0 des réels. Montrer que∑
n≥0

∑
p≥0

|an,p| < +∞ =⇒
∑
n≥0

∑
p≥0

an,p =
∑
p≥0

∑
n≥0

an,p.

5. Calculer la limite lim
n→+∞

n∑
k=1

(−1)k+1

k
.

1



Université Paris 13
L3 Intégration et Probabilité

Année 2013-2014
feuille no 5

Exercice 4. Soit (X,A, µ) un espace mesuré et f : X −→ R une fonction intégrable.
1. Montrer que lim

n→+∞
nµ({|f | ≥ n}) = 0.

2∗. Montrer que
∑
n≥1

1

n2

∫
|f |≤n f

2dµ < +∞.

Exercice 5. Soit (X,A, µ) est un espace mesuré et f : X −→ [0,+∞) une fonction
mesurable positive. On suppose que 0 <

∫
X
fdµ < +∞. Calculer, en fonction du paramètre

α ∈ R∗+, la valeur de

lim
n→+∞

∫
X

n ln

(
1 +

(
f(x)

n

)α)
dµ(x).

Exercice 6. Convergence en mesure. Soit (X,A, µ) un espace mesuré tel que µ(X) <
+∞. Soit (fn)n≥1 et f des fonctions mesurables de (X,A) dans (R,B(R)). On dit que fn
converge en mesure vers f si

∀ε > 0, lim
n→+∞

µ({|fn − f | ≥ ε}) = 0.

1. Si
∫
X
|fn − f |dµ −→ 0, alors que fn converge en mesure vers f .

2. Montrer que si la suite fn converge vers f µ−p.p., alors, fn converge en mesure
vers f .

3. Réciproquement, suppose que fn converge en mesure vers f :
(i) Montrer qu’il existe une sous-suite (fnk

)k∈N telle que

∀k ≥ 1, µ

(
|fnk
− f | > 1

k

)
<

1

k2
.

(ii) Soit A = lim inf
k

{
|fnk
− f | ≤ 1

k

}
. Montrer que fnk

converge vers f sur A

et µ(Ac) = 0. Autrement dit, fn possède une sous-suite qui converge vers f
µ−p.p.
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