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MESURES PRODUITS

Exercice 1. Mesure de comptage.
1. Montrer que P(N) ® P(N) = P(N?).

2. Soit u la mesure de comptage sur (N, P(N)). Montrer que pg := p® u est la mesure
de comptage de N2.

3. Soit (Zym)n.men une suite doublement réelle positive étendue (i.e. z,,,,, € [0, +00]).

Montrer que
/NQInmd,UQTLm Z Tnm-

(n,m)eN?
4. Montrer avec le théoréeme de Tonnelli que

D Tnm =0 ) Tan =)D Tum

(n,m)eN? n>0 m>0 m>0 n>0

Exercice 2. Contre-exemple a la sommabilité. Soit u la mesure de comptage sur
(N, P(N)). On définit f sur N? par

1 sim=n
fm,n)=< -1 sim=n+1.
0 sinon

1. f est-elle p ® p—intégrable ?

2. Comparer deux intégrales [ ( [y f(m,n)du(m)) du(n) et [ ([ f(m,n)dp(n)) dp(m).
3. Expliquer.

Exercice 3. Soit f la fonction définie sur [—1, 1] par

-y
fay) = d g S@w 7 0.0

0 sinon

1. Montrer que f est mesurable pour la tribu borélienne de R%. On pourra utiliser le
fait que la limite simple d’une suite de fonctions mesurables est mesurable.

2. Calculer
1 1 1 1
dz | d dy | dx.
/1( 71f(w,y) w) y et /1 </1f(56,y) y) v

3. La fonction f est-elle intégrable sur [—1, 1]>.

Exercice 4. Soit A la mesure de Lebesgue de [0, 1] sur la tribu borélienne B = B([0, 1])
et p la mesure de comptage de [0, 1] sur P = P([0, 1]). Notons D := {(z,z),z € [0,1]} la
diagonale de [0, 1]2.
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1. Montrer que D est un borélien de [0, 1]>. En déduire que D € B® P.

2. Calculer les intégrales itérées de la fonction indicatrice de D,

/(/ 1D(a:,y)dA(:v)) du(y) et /(/ 1D(x,y)du(y)> d\(x).

3. Expliquer.

Exercice 5. Soit 0 < a < b. On considere 'espace A = (0,+00) x (a,b)muni de sa tribu
borélienne et de la mesure A produit des mesures de Lebegue.

1. Montrer que f(z,y) = e *Y est intégrable sur A.

—ax —bx
400 € — €
—dx.

2. En déduire la valeur de 0
T

Exercice 7. Convolution de deux fonctions intégrables. Soit f et g deux fonctions
intégrables sur (R", B(R™),\) oit A est la mesure de Lebesgue sur R”. On définit h :
R™ x R" — R par h(z,y) = f(z —y)g(y)-

1. Montrer que h est intégrable sur R™ x R".

2. En déduire que, pour presque tout € R", la quantité [p, h(z,y)dA(y) est bien
définie.

On appelle la convolution f x g de f et g 'application définie sur R™ par

frglx) = / h(z, y)dA(y) = . f(@ = y)g(y)dA(y).
1. Montrer que f % g est intégrable sur R" et
1f % gllzr@ny < Nfllrwn) - lgllor ey
2. A T'aide d’un changement de variable, montrer que g * f = f * g presque partout
sur R™.
Exercice 8. Soit n € N*, R > 0 et B,(R) la boule de centre 0 et de rayon R dans R”
B,(R) = {(zy,...,2,) € R*|23 +--- 22 < R?}.

On note A, la mesure de Lebesgue sur R” et
bn(R> :/ ]an(R)(:rl,...,xn)d)\n(xl,...,xn)

le volume de la boule B,(R).

1. Montrer que b,(R) = R"b,(1) ou b,(1) est le volume de la boule unité. On rac-
courcit b,(1) en b,.

2. Calculer by, by, b3. On pourra s’aider de changements de variables.

3. Pour n > 3, établir une relation de récurrence entre b,, et b,,_o. En déduire la valeur
de b, puis celle de b,(R) en fonction de n et R.
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Exercice 9. Soit A € M, (R) une matrice symétrique définie positive i.e., il existe une
constante m > 0 t.q. (Az,z) > ml|z||* pour tout z € R". Calculer

I::/ e AT



